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Niezwykle skomplikowany przyktad

Przyktad

sin ec°s X+x

Policz n-ta pochodna funkcji f(x) = e

@ w punkcie xg=1dlan=1
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Niezwykle skomplikowany przyktad

Przyktad

sin ec°s X+x

Policz n-ta pochodna funkcji f(x) = e
@ w punkcie xg=1dlan=1
[wykonalne ¢wiczenie]
@ w punkcie xp =1dlan=2
[przeciez Mathematica to policzy]

@ w punkcie xp = —2 dla n = 20

[hmm, a moze wystarczy, ze pochodna istnieje?:-)]
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To moze iloraz réznicowy:

Sprébujmy policzyé

f(XO -+ h) — f(Xo)
h

f/(Xo) ~

0.1+
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Efekt kasowania bitow przy odejmowaniu



Badzmy sprytni - mamy liczby zespolone!

f ih
f'(x0) ~ %7()(0 + ih)
h

0.15
0.10
ags|-
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Funkcja musi mie¢ rozszerzenie zespolone!



Jak to drzewiej liczono ...

Obserwacja

Aby wyznaczy¢ doktadng wartos¢ pochodnej w punkcie
nie potrzebujemy wzoru na pochodna.
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Jak to drzewiej liczono ...

Obserwacja

Aby wyznaczy¢ doktadng wartos¢ pochodnej w punkcie
nie potrzebujemy wzoru na pochodna.

Zamiast liczy¢ na symbolach, bedziemy liczy¢ na parach (u, u’)
liczb (nie symboli).

(p,p)+(a,4) = (p+qp £4)
(p.p)*(q,4") = (p*xq,P'qa+4d'p)
(p,P)/(a,d") = (p/a,p'/a—d'p/q°)

Analogicznie
sin(p, p') = (sin(p), cos(p) * p')
cos(p, p') (cos(p), —sin(p) * p)
exp(p,p’) = (exp(p), —exp(p) * p')



Przyktad

Policzy¢ £(3) oraz f'(3) dla f(x) = %

@ kazda stata ¢ zamieniamy na (c,0)

o kazde wystapienie zmiennej x zamieniamy na (x, 1)

(3,1) +(1,0)) x ((3,1) = (2,0))
(3,1) +(3,0)
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Wszystko bez wyznaczania wzoru na pochodng
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Danielu - napisz troche kodu



A co z pochodnymi wyzszych rzedéw?

Arytmetyka szeregéw Taylora dla funkgji jednej zmiennej.

B f(k)(x)

Oznaczenie: flK(x) o

- k-ty wspotczynnik Taylora f w x



A co z pochodnymi wyzszych rzedéw?

Arytmetyka szeregéw Taylora dla funkgji jednej zmiennej.

Oznaczenie: flK(x)

(Fxg) =

(f-g =

(f/g) =

(exp(F))™

(k)

fkl(X) - k-ty wspotczynnik Taylora f w x
k

Z £l .g[k—']

i=0
] k—1 , .

. (f[k] = > _(f/g)" -g[k"1>

g i=0
exp(£10) dla k=0
33y it (exp(F))T dla k>0




Catki oznaczone.

Wz6r Taylora z resztg Lagrange'a

fla+h) = fH(@)nk +rFll(y)prtt
k=0

F(h)

dla pewnego y € [a,a+ h].



Catki oznaczone.

Wz6r Taylora z resztg Lagrange'a

fla+h) = fH(@)nk +rFll(y)prtt
k=0

F(h)

dla pewnego y € [a,a+ h].

/:+h A — /Oh F(t)dt| <

max |fIrt1]
) 2

asy<a+h r+2




Catki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.

Przyjmujac

max
asy<a+th

et (y)| ~ [l t(a))



Catki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.

Przyjmujac

max
asy<a+th

et (y)| ~ [l t(a))

Stad

tol(r +2) |+

r+2
‘f[r+1](a) :7—:2




Pochodne funkcji wielu zmiennych

Propagacja dzetdw:

0<ikk

@pE) = = 3 (5= ) exn(p)

Ko
I ogkv<k—e;




Réwnania rézniczkowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
x' = f(x), x(0) = xo
Okre$lamy F=fox:l C R — R"



Réwnania rézniczkowe
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1
n—+1

xI"+1(0) = FIn(0).



Réwnania rézniczkowe

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
x' = f(x), x(0) = xo
Okre$lamy F=fox:l C R — R"

1
— = Flly.
n+1 (0)

Przyktad

{k—ﬂ%+y5

X[n+1](0) —

vy =—x(x*+y?)

i warunek poczatkowy (xg, o) = (1, —1).
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F2=v3*tvd=-x"(x"xty"y) Fl=y"vd=y*{x xty"y)

viO] = Vl[O] + v2[0] =2
k| x|y |vl|v2|v3|vd]|Fl|F2

O(1|-1|1|1}|-1]2




F2=v3*tvd=-x"(x"xty"y) Fl=y"vd=y*{x xty"y)

Fl[o]:y[o]*vio]:—Q
k| x|y |vl|v2|v3|vd]|Fl|F2

oO(1|-1|1 |1 |-1]2]|-2




F ]-:Y:I v ‘1=,Y:I :(X.-|:X+Y.-|-,Y)

O o
k| x|y |vl|v2|v3|vd]|Fl|F2

* vio] = -2

o(1|-1(1 |1 |-1}]2]|-2]-2













F2=v3*tvd=-x"(x"xty"y)

v2[1]:2*y[0]*y[1]:4

k| x|y |[vl|v2|v3]|v4d|Fl]|F2
oj1|-1y1 |1 |-1(2]|-2]-2
11-2]-21]-4




3

k| x|y |[vl|v2]|v3|vd|Fl|F2
0|1 ]-1]1 11-1]21]-2]-2
11-21-2|-4| 4] 2



(1]

Va ) =0

k| x|y |vl|v2|v3|v4|Fl|F2
of1|-1]1f[1|-1]2]-=2]-=2
1|1-2(-2|-4|4|21|0




0]7

it = 0 Tyl
k| x|y |[vl|v2|v3]|v4d|Fl]|F2

oj1 -1y 1|1 |-1|2]-2]-2

12244204




F2l=v3 '-I:\-'—1= _X.-| :(X:I:X'i‘}"rl"y)

F. 2[1] = Vg[o] * VF] + V:E] * \40] =4

k| x|y |vl|v2|v3|v4|Fl|F2
o111 [1]1]2]=2]=2
12244 210 4a




Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
o1 (-1|1|1]-1]2]-2]-2
11-2|-2|-4]4|2]|0]-4]|4
2
1 _n
2] §F1[]: 2
1 n
= ZpM oo



Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
o1 |-1|1 |1 ]|-1]2] -2]-2
11-2|-2|-4]4|2]|0]-4]|4
21-2] 2
1
12! 5,::1[]:_2
1 n
2] I /:2[]72



Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
o1 |-1|1 |1 ]|-1]2] -2]-2
11-2|-2|-4]4|2]|0]-4]|4
21-2] 2
1 1
e
1 n
ya = §F2[]:2

Zatem otrzymaliSmy poczatek rozwiniecia Taylora dla rozwigzania

x(t) = 1-2t—2t2+...
y(t) = —1-2t+2t>+...



Przyktad - cigg dalszy.

k| x|y [vl|v2|v3]|v4|Fl|F2
o1 |-1|1 |1 ]|-1]2] -2]-2
11-2|-2|-4]4|2]|0]-4]|4
21-2] 2
1 n
e
1 n
Y — 5F2H:2

Zatem otrzymaliSmy poczatek rozwiniecia Taylora dla rozwigzania

x(t) = 1-2t—2t2+...
y(t) = —1-2t+2t>+...

Wszystko bez liczenia pochodnych pola wektorowego.



Przyktad: Hamiltonian Hénona-Heilesa.

1 1 1
H(x, v, P py) = 5 (P34 ) + 503 +y%) + 5Py = 2

Typowa chaotyczna trajektoria

04

-0.2 +

0.6 I I I I I I I I



Symplektyczne metody Eulera:

Pnr1 = Ppn+t thH(Pn—Ha qn)a

dn+1 = d4n— hva(Pn-s-l, qn)
lub

Pn+1 = Pnt thH(Pn, qn+1)a

dn+1 = q4n— hva(pna qn+1)-

Staty krok h =1/128.

Symplektyczny Euler

-
o

|
iy

QOdchylenie energii




llo$¢ krokéw: 4810.
Najmniejszy wykonany krok czasowy: 0.183594.

Odchylenie energii

le-15
8e-16
6e-16
4e-16
2e-16

-2e-16
-4e-16
-6e-16

Taylor 20

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Czas



Czy metoda jest symplektyczna?
W kazdym kroku liczymy rézniczke D = 2% oraz A= DT JD — J.

Na wykresie przedstawiono max;; |Aj;| w kazdym wykonanym kroku.

2.5e-16

2e-16 1

1.5e-16 | 1

Odchylenie

le-16 r 1

5e-17 | ; .

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Czas
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Obliczenia w precyzji double - rzad 25.

Taylor 25
le-09

-le-09 1

-2e-09 1

-3e-09 1

-4e-09 | |

Odchylenie energii

-5e-09 1

-6e-09 I I I I I I I I I
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Czas



Obliczenia wysokiej precyzji - 100 bitéw mantysy, rzad 30.

Odchylenie energii

5e-15

-5e-15

-le-14

-1.5e-14

-2e-14

-2.5e-14

-3e-14

Taylor 30 - wysoka precyzja

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Czas



Policz na komputerze wartos¢ funkgcji

f(x,y) = 333.75y° + x?(11x%y% — y® — 121y* —2) + 5.5y + x/(2y)

dla xp = 77617 i yp = 33096.




Policz na komputerze wartos¢ funkgcji

f(x,y) = 333.75y° + x*(11x%y? — y® — 121y* — 2) +-5.5y% + x/(2y)

dla xp = 77617 i yp = 33096.

narzedzie

obliczona warto$¢

Open Office 3.0 Calc

1.1726039

C++ float (32 bity)

—2.51654 - 10%°

C++ double (64 bity)

—4.15628 - 1020

C++ long double (80 bitéw) 5.7646 - 1017
Mathematica —1.18059 - 101
GNU MP (140 bitéw) —0.827396

Mathematica - wynik doktadny

—54767/66192 ~ —0.827396




Przyczyna: Dwa skfadniki sumy

T1 = 33375y + x2(11x3yE — y& — 121y5 — 2)
= —7917111340668961361101134701524942850
T, =55y = +7917111340668961361101134701524942848

sq bardzo duze na modut, a ich suma wynosi —2.

Przy obliczeniach np. z precyzja double mamy do dyspozycji co
najwyzej 17 cyfr znaczacych. J




Przyktad

“Wykres" wielomianu
fx) = (x—1)°

= x% —6x% 4+ 15x* — 20x3 + 15x% — 6x + 1
= x(x(x(x(x(x —6)+15) —20) +15) — 6) + 1

przy uzyciu réznych reprezentacji

21071}
15x10°%

1.x10°*

(x-1"6

5.x107%°




Dtugie sumowanie

Sumy obliczone w precyzji float (32 bity)

1000
> 1073 = 0.99999070167541504
i=1

10000
Y~ 107* = 1.0000535249710083
i=1

Napisz program



Scista analiza numeryczna

Cel: oszacowaé warto$é¢ funkcji na zbiorze argumentéw J

3 f(X)

05 10 15 20



Scista analiza numeryczna

Cel: oszacowa¢ warto$¢ funkcji na zbiorze argumentéw J

3 f(X)

05 1.0 15 20

@ petna automatyzacja obliczen komputerowych
o funkcje bywaja skomplikowane:

wielu zmiennych

uwiktane

rozwiazania réwnan rézniczkowych
parametryzacja rozmaitosci niezmienniczych




Podstawowe narzedzie - arytmetyka przedziatowa

Najprostsza idea:
@ oszacowac obraz przedziatu przez funkcje elementarne

@ propagowac te oszacowania przez ztozenia funkgji
elementarnych

@ jesli funkcja nie jest ztozeniem funkcji elementarnych, to uzyé
analitycznych oszacowan, w ktérych wystapia funkcje
elementarne




Arytmetyka przedziatowa

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[a, a]o[ B] [c,€]
gdzie

¢ = min{faocb:ac[aa)],be [_,B}},

b
T = max{aob:ac[ad],be [Q,B]}
]

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E



Arytmetyka przedziatowa

Dla ¢ € {+,—,*,/} okreSlamy

[2,3] o [b,b] =[c,7]
gdzie
c = minfachb:aca3],be|bbl},
T = max{aob:ae[g,s],be[g,z]}

przy czym dla dzielenia zaktadamy, ze 0 ¢ [Q,E]

Mozna rozszerzy¢ na funkcje elementarne /> €XP; log, ...
korzystajac z ich monotonicznosci.



Wynik zalezy od reprezentacji wyrazenia!
Przyktad

Obliczyé f(x) = (x — 1) =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]
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Przyktad

Obliczyé f(x) = (x — 1) =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]
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Wynik zalezy od reprezentacji wyrazenia!

Przyktad
Obliczyé f(x) = (x — 1) =1 = x(x — 2) = x*> — 2x dla [x] = [0, 1]

(x]-1°-1 = [-1,0°P-1=[0,1] —1=[-1,0]

[x]* ([x] = 2)

[0,1] = ([0,1] —2) =[0,1] x [-2, —1] = [-2, 0]

[x]” — 2[x]

[0,1]> — 2[0,1] = [0,1] — [0,2] = [-2,1]

Niezaleznie od reprezentacji wyrazenia otrzymany przedziat zawiera
obraz odcinka [0, 1] przez funkcje f.

V.

Nalezy minimalizowaé licze wystapien zmiennych w wyrazeniach. J




Standard IEEE754

Jak mozemy wnioskowac¢ w oparciu o obliczenia zmiennopozycyjne?

Standard IEEE754 okresla miedzy innymi
@ sposoéb reprezentacji liczb zmiennopozycyjnych

o jakie dziatania s3 wykonywane przez procesor na liczbach
zmiennopozycyjne

@ w jaki sposdb sa wykonywane te dziatania - zaokraglania
wynikéw



Zaokraglanie

Procesor wylicza wynik operacji najlepiej jak moze przy wybranym
trybie zaokraglania.

1 (1./10) = 0.099999999999999992
7(1./10) = 0.10000000000000001

Napisz program



Przyktad

f(x) =x*—2x3+x




Przyktad

f(x) =x*—2x3+x

Napisz program



Oszacowanie catki oznaczonej

Przypomnienie:
F - wielomian Taylora stopnia r dla f w punkcie a

f(a+ h) — F(h) = flrti()pr+t J

dla pewnego y € [a,a+ h].



Oszacowanie catki oznaczonej

Przypomnienie:
F - wielomian Taylora stopnia r dla f w punkcie a

f(a+ h) — F(h) = fIrl(y)prtt ]

dla pewnego y € [a,a+ h].

Btad catki oznaczonej mozna SciSle oszacowac

/a " oy — /O )

Pokaz program

hr+2
r+2

e [+ ([a, a + h])|




Scista metoda Taylora dla réwnan rézniczkowych

@ [X] - zbiér warunkéw poczatkowych
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Scista metoda Taylora dla réwnan rézniczkowych

@ [X] - zbiér warunkéw poczatkowych

o [X]¥(0) - oszacowanie na zbiér k-tych wspétczynnikéw
Taylora xIK1(0) dla x € [X]
o [Y] - taki, ze [X](0, h) C [Y] (rough enclosure)

[X](h) C i XH(0)hk + [Y]r+t(0) A+
k=0




Scista metoda Taylora dla réwnan rézniczkowych

@ [X] - zbiér warunkéw poczatkowych

o [X]¥(0) - oszacowanie na zbiér k-tych wspétczynnikéw
Taylora xIK1(0) dla x € [X]
o [Y] - taki, ze [X](0, h) C [Y] (rough enclosure)

[X](h) C i XH(0)hk + [Y]r+t(0) A+
k=0

Jak znalezé [Y]7? |




Rough enclosure

Twierdzenie

x = f(x) - réwnanie rézniczkowe, z prawa strong gfadka
[X], [Y] - wektory przedziatowe
h>0
Jesli
X1+ [0, AF([Y])  int([Y])

to

o dla x € [X] rozwigzania jest okreslone na przedziale [0, h]
o dlate|0,h], x € [X] zachodzi x(t) € [Y]

Wazna odpowiednia predykcja kroku czasowego i zbioru [Y] J




x" = —sin(x) + 0.1x/, h=10.25

5\\\\\\\\\\\ W
SRR
e
e e
1 48
e 118
H i

[X] = [1,2] x [0.4,0.5]
[Y] = [X]+h[—.2,1.5]f([X]) C [0.9749,2.1875] x [0.04, 0.548]
7] = [X]+[0,h] % f([Y]) C [1.0,2.137] x [0.1502,0.5] C int([Y])



y (nondimensional units, rotating frame)
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Miejsca zerowe funkcji

Twierdzenie (przedziatowa metoda Newtona)
o f: R" — R" klasy C1
o X CR" - zwarty, wypukty, xop € X

Okreslamy przedziatowy operator Newtona

N(f,X,x0) = xo — [DF(X)]; *(x0)

o jesli N(f, X,xp) C intX to f ma doktadnie jedno zero w X.
Ponadto, jesli x. jest tym zerem, to x. € N(f, X, xp)

o jesli N(f,X,x) N X =0 to f nie ma zer w X







Przyktad

f(x) =x(x>+2)+1
Przyblizone zero f to x, ~ —0.453398.....

=-05 f(x0) = —0.125
[ 1,0] Df(X) C [2,5]




Przyktad

f(x) =x(x>+2)+1
Przyblizone zero f to x, ~ —0.453398.....

xo = —0.5 f(x0) = —0.125
X =[-1,0] Df(X) C [2,5]

N(f,X,x) C [~0.475,—0.4375] C intX = (—1,0)




Rozwigzania okresowe

Uktad Rosslera - (Rossler 1976)

x = =(y+2)
z = b+4+zx(x—a)

Rozwiazania okresowe ]

!

Punkty state odwzorowania
Poincarégo P J

!
Zera P—-1d J




Stabilnos¢ rozwigzan okresowych - torusy niezmiennicze

Uktad Michelsona:
fala wedrujaca w réwnaniach Kuramoto-Sivashinskyego

1
X/”—i-X,—i- EX2 —c
Dla ¢ € (0,0.3194) obserwowane s3 orbity okresowe eliptyczne

z

2

03| -




Wynik obliczeniowy

Celiiptic = (0.001,0.31937494990544240681)

Twierdzenie




Wynik obliczeniowy

Celiiptic = (0.001,0.31937494990544240681)

Twierdzenie

Q Istniej ciagta rodzina symetrycznych, eliptycznych rozwigzan
okresowych w zakresie parametréw c € Cejjiptic-




Wynik obliczeniowy

Celiiptic = (0.001,0.31937494990544240681)

Twierdzenie

Q Istniej ciagta rodzina symetrycznych, eliptycznych rozwigzan
okresowych w zakresie parametréw c € Cejjiptic-

@ Ponadto dla

¢ € Gstable = Celiiptic \ (G1 U Gp)

gdzie
Gi = 0.22544043333700042078 (1:4 rezonans)
Gy = 0.27634345289295800508  (1:3 rezonans)

orbity sa stabilne:




Wynik obliczeniowy

Celliptic = (0.001, 0.31937494990544240681)

Q Istniej ciagta rodzina symetrycznych, eliptycznych rozwigzan
okresowych w zakresie parametréw c € Cejjiptic-

@ Ponadto dla

¢ € Gstable = Celiiptic \ (G1 U Gp)

gdzie
Gi = 0.22544043333700042078 (1:4 rezonans)
Gy = 0.27634345289295800508  (1:3 rezonans)

orbity sa stabilne:

kazde otoczenie p. zawiera 2D torus niezmienniczy
otaczajacy orbite p..




Narzedzia

Twierdzenie (Moser)

Niech f : R? — R?, f(r,s) = (r1,s1) bedzie analityczne i
zachowujace miare w postaci

rn = rcosa—ssina+ Oy,

s1 = rsina+scosa+ Oy,
! k

a = 27k<r2+52)
k=0

gdzie O14o 0znacza zbiezny szereg potegowy wzgledem r,s o
sktadnikach stopnia wiekszego niz 21 + 1.




Narzedzia

Twierdzenie (Moser)

Niech f : R? — R?, f(r,s) = (r1,s1) bedzie analityczne i
zachowujace miare w postaci

rn = rcosa—ssina+ Oy,

s1 = rsina+scosa+ Oy,
! k

o = 27k<r2+52)
k=0

gdzie O14o 0znacza zbiezny szereg potegowy wzgledem r,s o
sktadnikach stopnia wiekszego niz 21 + 1.

Jesli chociaz jedna z liczb 1, . .., jest niezerowa, to 0 jest
stabilnym punktem statym dla f. Ponadto kazde otoczenie zera U
zawiera krzywa niezmienniczg wzgledem f, dyfeomorficzng z
okregiem i otaczajaca zero.




Odwzorowanie Poincarégo

Sekcja Poincarégo

o ={(0,y,y") R}
Odwzorowanie Poincarégo

P.:©—0

Pe(X)

B
—

R(X)

R(P:(x)) = PL¢(R(x))



Odwzorowanie Poincarégo

Sekcja Poincarégo

o ={(0,y,y") R}
Odwzorowanie Poincarégo

P.:©—0

Symetria: R(y’,y") = (v, —y").

Pc(X)

X /-.
e | '
. :
| |
| |
| |
I I
-« |
|

RKX) — 3

R(P:(x)) = PL¢(R(x))



Szkic algorytmu

Q ustalamy przedziat parametréw C
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wszystkich ¢ € C
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© obliczamy forme normalna Birkhoffa



Szkic algorytmu

Q ustalamy przedziat parametréw C

@ dowodzimy istnienia symetrycznych rozwigzan okresowych dla
wszystkich ¢ € C

© obliczamy forme normalna Birkhoffa
Q sprawdzamy warunek twistu (y1 # 0 lub v # 0)



Szkic algorytmu

Q ustalamy przedziat parametréw C

@ dowodzimy istnienia symetrycznych rozwigzan okresowych dla
wszystkich ¢ € C

© obliczamy forme normalna Birkhoffa
Q sprawdzamy warunek twistu (y1 # 0 lub v # 0)

Jesli ktorykolowiek z krokéw (2-4) zawiedzie — dzielimy
adaptacyjnie C



Troche danych numerycznych

@ kod bardzo wspétbiezny

@ konieczny sprytny algorytm szeregowania i kontynuacja
wzdtuz gatezi

o obliczenia bardzo szybkie daleko od rezonanséw

o wiele podziatéw blisko rezonanséw



Troche danych numerycznych

@ kod bardzo wspétbiezny

@ konieczny sprytny algorytm szeregowania i kontynuacja
wzdtuz gatezi

@ obliczenia bardzo szybkie daleko od rezonanséw

o wiele podziatéw blisko rezonanséw

parametr #C gamma
0‘33?44047596958760593 534087 1 C [1075 6109]
0.2300004803 3706040050 | 48625 7 C[5-1077,29]
0.2596075%6 4854460000 | 32 7 C [-0.54,0.54]

v» C [144,7300]

0.2008055801 30100838 | 53624 | 71 C [~4303148,—2-10"7]

0.376343a7260305400508 | 174712 | 71 C [6-107°,4346150]




Hamiltonian Hénona-Heilsa

1 1 1
H(Xa}/7px,py) = _(P)2< + P}2,) + —(X2 —|—y2) —|—y(x2 — _y2)
2 2 3

06¢
05¢
0.4+
03¢
02¢F
0.1t

0.05 0.10 0.15



Twierdzenie

Q Istnieje ciggta rodzina stabilnych, eliptycznych rozwiazan
okresowych pe dla uktadu Hénona-Heilsa sparametryzowana
wartosciami hamiltonianu H € Hy, gdzie

HO — 0.68272011575378784154 \ (Gl U G2 U G3 U G4 U GS)
Gi = 0.10242875138833141  (1:4 rezonans)

€ = Qlzyliad sy (1:3 rezonans)

Gs = 0.133301s85403008 ~  (Podwojenie okresu)
G = Dbt (1:4 rezonans)

Gs = 0.1587G737370360367384 (13 rezonans)




Twierdzenie

Q Istnieje ciggta rodzina stabilnych, eliptycznych rozwiazan
okresowych pe dla uktadu Hénona-Heilsa sparametryzowana
wartosciami hamiltonianu H € Hy, gdzie

HO — 0.68272011575378784154 \ (Gl U G2 U G3 U G4 U GS)
Gi = 0.10242875138833141  (1:4 rezonans)

Gy = 0.1272180238813081L  (1:3 rezonans)

G = 0.1338301054030050 = (podwojenie okresu)
G = Dbt (1:4 rezonans)

Gs = 0.1587(737370500307304  (1:3 rezonans)

@ Ponadto kazde otoczenie orbity pe zawezone do rozmaitosci
izoenergetycznej H. odpowiadajacej pe zawiera 2D torus
niezmienniczy otaczajacy pe.




